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范数

满足以下条件的函数 f : Rn → R,dom f = Rn 称为范数：
• f 非负：对所有的 x ∈ Rn 有 f (x) ≥ 0

• f 正定：仅对 x = 0 有 f (x) = 0

• f 齐次：对所有 x ∈ Rn 和 t ∈ R 有 f (tx) = |t|f (x)
• f 满足三角不等式：∀x,y ∈ Rn 有 f (x + y) ≤ f (x) + f (y)
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收敛

收敛
设有序列 {xk} ⊆ Rn 及向量 x∗ ∈ Rn，当 k → ∞ 时有 ∥xk − x∗∥ → 0
则称 {xk} 收敛于 x∗，记作 {xk} → x

• {xk} 收敛于 x∗ ∈ Rn 当且仅当 xk 的第 i 个分量收敛到 x∗ 的第 i
个分量： |xk(i) − x∗

(i)| → 0
∣∣∣
k→∞
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几何基本概念

直线 如果 x1 ̸= x2 为 Rn 中的两个点，那么
y = θx1 + (1− θ)x2, θ ∈ R 组成一条穿越 x1 和 x2 的直线

线段 在上述定义中，如果 θ ∈ [0, 1] 则构成 x1 和 x2 之间的线段
球 B(x, r) = {y|∥y − x∥ ≤ r} 即中心为 x 半径为 r 的球

单位球 B = {x ∈ Rn |∥x∥ ≤ 1}，B 是关于原点对称有界闭凸集
开球 B(x, r) = {y|∥y − x∥ < r} 即中心为 x 半径为 r 的球
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开集和内部

内点
对于 x ∈ C ⊆ Rn，如果存在 ϵ > 0 满足 {y| ∥y − x∥2 ≤ ϵ} ⊂ C，即存
在一个以 x 为中心的完全属于 C 的球，就称其为 C 的内点

内部
C 的所有内点组成的集合称为 C 的内部，用 int C 表示

开集
如果 int C = C，那么 C 为开集，也就是 C 的每个点都是内点

• 例子：X = {x ∈ R2|x1 ≥ 0, x2 > 0} 的内部是？
• 凸集的内部也是凸集
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闭集

补集
对于 C ⊆ Rn 的补集就是 Rn \ C = {x|x ∈ Rn ,x /∈ C}

闭集
如果集合 C ⊆ Rn 的补集 Rn \C = {x|x ∈ Rn ,x /∈ C} 是开集，则 C 为
闭集

• 例子：X = {x ∈ R2|x1 ≥ 0, x2 > 0} 是开集还是闭集？
• Rn 中 Rn 和 ∅ 都既是开集又是闭集
• 任意个闭集的交集依然是闭集
• 有限个闭集的并集依然是闭集
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闭包

闭包
集合补集的内部的补集 cl C = Rn \ int (Rn \ C )

• 如果存在一个序列 {xk} ⊆ C 使得 {xk} → x，则称 x 是非空集合
C ⊆ Rn 的闭包点

• 那么 C ⊆ Rn 的闭包点的集合就是 cl C
• 一个集合是闭集当且仅当该集合包含其闭包：C 是闭集等价于

cl C ⊆ C
• 凸集的闭包依然是凸集
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边界

边界
非空集合 C ⊆ Rn 的边界 bd C 是该集合闭包和其补集的闭包的交集：
bd C = cl C ∩ cl (Rn \ C )

• 集合 C 的边界也可定义为 bd C = cl C \ int C
• 边界点 x ∈ bd C，对于所有 ϵ > 0，存在 y ∈ C 和 z /∈ C 满足

∥y − x∥2 ≤ ϵ, ∥z − x∥2 ≤ ϵ
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仿射

仿射集合 如果通过 C ⊆ Rn 中任意两个不同点的直线仍然在 C 中，
那么集合 C 是仿射的。也就是，对于 x1 ̸= x2 ∈ C , θ ∈ R
为 Rn 中的两个点，那么有 y = θx1 + (1− θ)x2 ∈ C

仿射组合 如果
∑k

1 θi = 1，我们称具有 y =
∑k

i=1 θixi 形式的点为
x1, · · · , xk 的仿射组合

仿射包 C ⊆ Rn 中的点的所有的仿射组合组成的集合为 C 的仿射
包，记为
aff C =

{∑k
i=1 θixi |x1, · · · ,xk ∈ C ,

∑k
i=1 θi = 1

}
• 仿射集：{x|Ax = b}
• 仿射包：R2 上的单位圆环 {x ∈ R2|x2

1 + x2
2 = 1} 的仿射包是 R2
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相对内部和相对边界

相对内部 定义集合 C ⊆ Rn 的相对内部为 aff C 的内部，即
relint C = {x ∈ C |B(x, r) ∩ aff C ⊆ C , �for some r > 0}

相对边界 同样可以定义 cl C \ relint C 为 C 的相对边界

• C = {x|θx1 + (1− θ)x2, θ ∈ [0, 1]} 内部为空集，边界为自身，相对
内部是连接 x1 和 x2 的线段（去掉端点），相对边界为 x1 和 x2

• C = {x ∈ R3| − 1 ≤ x1 ≤ 1,−1 ≤ x2 ≤ 1, x3 = 0}。其仿射包为
(x1, x2)− 平面，C 的内部为空，边界为集合自身；但其相对内部为
relint C = {x ∈ R3| − 1 < x1 < 1,−1 < x2 < 1, x3 = 0}，相对边界
为边框 {x ∈ R3|max{|x1|, |x2|} = 1, x3 = 0}
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凸集和凸包
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凸包

凸组合 我们称点 x =
∑k

i=1 θixi 为点 x1, · · · ,xk 的凸组合，其
中,

∑k
i=1 θi = 1�θi ≥ 0, i = 1, · · · , k

凸包 集合 C 中所有点的凸组合的集合称为 C 的凸包 conv C

• 集合的凸包是包含该集合的最小凸集
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锥

锥 如果对于任意 x ∈ C 和 θ ≥ 0 都有 θx ∈ C，则称 C 是锥
凸锥 如果集合 C 是锥并且是凸的，则 C 为凸锥，也就是对于

任意的 x1,x2 ∈ C 和 θ1, θ2 ≥ 0 有 θ1x1 + θ2x2 ≥ 0

x1

x2

Convex cone with origin Convex cone without origin
0

y = |x|

Nonconvex cone
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锥包

锥组合 我们称点 x =
∑k

i=1 θixi 为点 x1, · · · ,xk 的锥组合（非负
线性组合），其中,θi ≥ 0, i = 1, · · · , k。如果 xi 均属于凸锥
C , 那么他们的每一个锥组合都在 C 中

锥包 集合 C 中所有点的锥组合的集合称为 C 的锥包，也就是
{θ1x1 + · · · , θkxk |xi ∈ C , θi ≥ 0, i = 1, · · · , k}

x1

x2
x3

x4

Convex hull

Cone hull
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分离超平面

• 称集合 C1�C2 被超平面
H = {aTx = b} 分离如果
两集合分别位于 H 的不同
的半空间内，也就是
aTx1 ≤ b ≤ aTx2,∀x1 ∈
C1, ∀x2 ∈ C2 或
aTx2 ≤ b ≤ aTx1,∀x1 ∈
C1, ∀x2 ∈ C2

• 超平面 H = {aTx = b} 就
是集合 C1,C2 的分离超平
面

C2

C1

a
aTx2 ≥ b

aTx1 ≤ b
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支撑超平面

C

x0 a

• C ⊆ Rn 而 x0 是其边界 bd C 上一
点，即 x0 ∈ (cl C \ int C )，如果
a ̸= 0, 并满足 ∀x ∈ C ,aTx ≤ aTx0，
则称超平面 H = {aTx = b} 为集合
C 在点 x0 处的支撑（支持）超平面

• 几何解释就是超平面 H 与 C 相切于
点 x0, 而且半空间 {x|aTx ≤ aTx0}
包含 C

• 如果点 x0 ∈ cl C 那么一个超平面 H
分离了 C 和单点集合 {x0}, 则称 H
在 x0 处支撑了 C

• 令 C 是 Rn 中的凸集，C 的支撑
半空间是包含 C 的闭半空间，且
有一个点在 C 的边界上。C 的支
撑超平面就是 C 支撑半空间的边
界，它本身是一个超平面

• 换句话说，C 的支撑超平面可以
表示成 H = {x|aTx = b,a ̸= 0}，
其中对于每个 x ∈ C ,aTx ≤ b 且
至少有一个点 x0 ∈ C 使得
aTx = b

• 因此 C 的支撑超平面与一个线性
函数有关，该函数找到 C 上的最
大值。经过给定点 x0 ∈ C 的支撑
超平面对应于向量 a，它是 C 在
x0 处的法向量

主讲教师：董庆兴 优化模型与软件工具 17/1



投影定理

投影定理
对于非空闭凸集 C ∈ Rn 和向量 z ∈ Rn，则存在一个唯一的向量
x∗ ∈ C 为 min

x∈C
∥z − x∥2 的解，x 被称作 z 在 C 上的投影并且满足

(z − x∗)T(x − x∗) ≤ 0, ∀x ∈ C (1)

证明: 求解 min
x∈C

∥z − x∥2 等价于求解凸可微函数 f (x) = ∥z−x∥22
2 ，可知

x∗ 为 f 在 C 上的极小值当且仅当 ∇f (x∗)T(x − x∗) ≥ 0, ∀x ∈ C ,而
∇f (x∗) = (x∗ − z), 因此可得式 (??)。
假设有 x∗

1 和 x∗
2 同时是 z 在 C 上的投影，那由式 (??) 可得

(z − x∗
1)

T(x∗
2 − x∗

1) ≤ 0, (z − x∗
2)

T(x∗
1 − x∗

2) ≤ 0

不等式两端相加可得 (x∗
2 − x∗

1)
T(x∗

2 − x∗
1) = ∥x∗

2 − x∗
1∥22 ≤ 0，由范数几

何意义可知，x∗
2 = x∗

1，从而投影向量唯一
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支撑超平面定理

支撑超平面定理
设 C 是 Rn 中的非空凸集，向量 x̄ ∈ Rn，若 x̄ ̸∈ int C，则存在一个穿过 x̄
的超平面使得 X 属于它的一个闭半空间，即存在向量 a ̸= 0 满足

aTx̄ ≤ aTx, ∀x ∈ C (2)

证明：考虑 C 的闭包 cl C，可知 cl C 为凸集（作业：证明这一结论）。可知
一定存在 {xk} 为一个 cl C 外收敛于 x̄ 的点列即 {xk} → x̄ 且 ∀k,xk /∈ C
（思考：为什么？）。令 yk 为 xk 在 cl C 上的投影，则根据投影定理有

(yk − xk)
T(x − yk) ≥ 0, ∀x ∈ cl C

因此对于所有 x ∈ cl C 和所有 k 有
(yk − xk)

Tx ≥ (yk − xk)
Tyk

= (yk − xk)
T(yk − xk) + (yk − xk)

Txk

≥ (yk − xk)
Txk
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支撑超平面定理：证明

所以我们可以将上述不等式重写为

aT
k x ≥ aT

k xk , ∀x ∈ cl C , ∀k (3)

其中
ak =

yk − xk
∥yk − xk∥

可知 ∥ak∥ = 1,∀k，因此 {ak} 有界。从而 {ak} 存在一个收敛子序列
{ak}K（Bolzano-Weierstrass 定理）收敛到 a ̸= 0，由 xk → x̄,ak → a,
考虑式 (??) 中 ak ∈ {ak}K，令 k → ∞ 可得

aTx ≥ aTx̄, ∀x ∈ C

命题得证。
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