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最小元的对偶性质

• 我们可以用对偶广义不等式来刻画
集合 S ⊆ Rm（可能非凸）关于正
常锥 K 导出的广义不等式的最小
元和极小元

• x 是 S 上关于广义不等式 ⪯K 的
最小元的充要条件是，对于所有的
λ ≻K∗ 0,x 是 z ∈ S 上极小化 λTz
的唯一最优解

• 几何上看，这意味着对于任意的
λ ≻K∗ 0 超平面
{z|λT(z− x) = 0} 是 x 处对 S 的
一个严格支撑超平面（所谓严格就
是与 S 只相交于 x）

• 上述结论对 S 是不是凸集无要求

图: 最小元的对偶性质：点 x 是集
合 S 中关于 R2

+ 的最小元 ⇐⇒ 对
于任意的 λ ≻K∗ 0 超平面
{z|λT(z− x) = 0} 在 x 处对 S 的
一个严格支撑，即超平面规定的一
个半空间包含了 S，且只在 x 处与
S 接触
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最小元的对偶性质说明

• 设 x 是 S 的最小元，即对于
任意 z ∈ S 有 x ⪯K z，同时
令 λ ≻K∗ 0，而 z ∈ S , z ̸= x。
因为 x 是最小元，我们有
z− x ⪰K 0

• 根据 λ ≻K∗ 0, z− x ̸= 0，可以得
到 λT(z− x) > 0。因为 z 是 S 上
任意一个不等于 x 的元素，所以
x 是在 z ∈ S 上极小化 λTz 的唯
一解

• 反之，假设对于所有 λ ≻K∗ 0，x
是在 z ∈ S 上极小化 λTz 的唯一
解，但 x 不是 S 的最小元，那么
存在 z ∈ S 满足 z ⪰̸K x。因为
z− x ⪰̸K 0，存在 λ̃ ≻K∗ 0 且
λ̃T(z− x) < 0。这与 x 是 S 上极
小化 λTz 的唯一解矛盾
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极小元的对偶性质

• 如果 λ ≻K∗ 0，x 在 z ∈ S 上极
小化 λTz，那么 x 是极小点
• 为说明这一点，假设 λ ≻K∗ 0
并且 x 在 z ∈ S 上极小化 λTz，
但 x 不是极小元。也就是存在
z ∈ S 满足 z ̸= x, z ⪯K x，那
么有 λT(x− z) > 0，这与我们
的假设 x 在 z ∈ S 上极小化
λTz 矛盾

图: 集合 S ⊆ R2。其中关于 R2
+ 的

极小点集合由其边界的（左下）的
深色部分所示。S 上极小化 λT

1 z 的
解为 x1，因为 λ1 ≻ 0，所以 x1 是
极小的。S 上极小化 λT

2 z 的解为
x2，因为 λ2 ≻ 0，所以它是另外一
个极小点
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极小元的对偶性质逆命题

• 极小元对偶性质的逆命题一般
不成立：S 上的极小元 x 可以
对于任何 λ 都不是 z ∈ S 上极
小化 λTz 的解
• 当凸性成立的时候，该逆定理
是成立的。假设 S 是凸集，那
么对于任意极小元 x，存在非
零 λ ⪰K∗ 0 使得 x 在 z ∈ S 上
极小化 λTz 图: 点 x 是 S ⊆ R2 关于 R2

+ 的极
小元。但是不存在 λ 使得 x 在
z ∈ S 上极小化 λTz
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凸集极小元对偶性质逆命题 1

• 设 x 是 S 的极小元，也就是
说 [(x−K ) \ {x}] ∩ S = ∅

图: 点 x1 ∈ S1 是极小的，但对于任意
λ ≻ 0 ，它都没有在 S1 上极小化 λTz。
但是对于 λ = (1, 0) 它确实在所有
z ∈ S1 中极小化了 λTz

• 对凸集 (x−K ) \ {x} 和 S 应用超
平面分离定理，我们可以得出：存
在 λ ̸= 0 和 µ，使得对于所有
y ∈ K 有 λT(x− y) ≤ µ, 对于所
有 z ∈ S 有 λTz ≥ µ

• 根据第一个不等式，可知 λ ⪰K∗ 0
（广义不等式对偶性质得到）。由于

x ∈ S 和 x ∈ x−K，我们有
λTx = µ, 所以第二个不等式表明
µ 是 S 上 λTz 的最小值。因此 x
是 S 上极小化 λTz 的一个解，这
里 λ ̸= 0, λ ⪰K∗ 0

• 上述逆定理无法加强为 λ ≻K∗ 0
反例表明，凸集 S 上的极小元 x
可以对于任意 λ ≻K∗ 0 都不是极
小化 λTz 的解
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凸集极小元对偶性质逆命题 2

图: 点 x2 ∈ S2 不是极小的，但是对于 λ = (1, 0) 它确实在所有 z ∈ S2 中极小
化了 λTz

• 同时，并不是对于任意 λ ⪰K∗ 0，在 z ∈ S 上极小化 λTz 的解都一
定是极小的
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Pareto 最优制造前沿

• 考虑安排一个产品的生产，需要 n 种
资源，有多种制造方式。用资源向
量x ∈ Rn 表示各种制造方法，其中
xi ≥ 0 表示制造产品时消耗资源 i 的
数量并且越少越好，生产集合P ⊆ Rn

定义为所有资源向量 x 的集合,P 上的
极小元（在分量不等式的意义下）对
应的制造方法称为Pareto 最优（有效）
,P 的极小元构成的集合叫做有效制造
前沿

• 资源向量 x 比与资源向量 y更好意味
着 ∀i, xi ≤ yi 并且存在某些 i, xi < yi ,
即 x ⪯ y,x ̸= y

• 我们可以通过在 P 上对任意满足
λ ≻ 0 的 λ 极小化 λTx 来得到 Pareto
最优制造方法。这里 λ 有一个简单解
释：λi 是资源 i 的价格

图: 制造集合 P 如阴影所示，表示制造
产品所需要的劳动力和燃料。两端深色
曲线表示了有效制造前沿。点
x1,x2,x3 是有效的。点 x4,x5 不是
（x2 对应了更少燃料更少人力的方法）。
点 x1 是对应于（正的）价格向量 λ 的
最小成本制造方法。点 x2 是有效的，
但是对于任意价格向量 λ ⪰ 0 都无法通
过极小化总成本 λTx 找到 x2
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极小值定义

局部极小值
假设 f : Rn → R，对于 x∗ ∈ dom f，如果存在某个 ϵ > 0。使得所有与
x∗ 距离小于 ϵ（即 ∥x− x∗∥ ≤ ϵ）的 x ∈ dom f , 均满足不等式
f (x) ≥ f (x∗)，则称 x∗ 为局部极小点，f (x∗) 为局部极小值

全局极小值
假设 f : Rn → R，对于 x∗ ∈ dom f，如果对于所有的的
x ̸= x∗ ∈ dom f , 均满足不等式 f (x) ≥ f (x∗)，则称 x∗ 为全局极小点，
f (x∗) 为全局极小值

必要条件 ∇f (x) = 0，此点被称为平稳点或者驻点，极小则需 H(x)
半正定。不充分：f (x) = x3,f ′(x) = 0, f ′′(x) = 0 但不是极
值点

充分条件 ∇f (x) = 0 且 H(X) 正定, 则为严格局部极小点。不必要：
f (x) = x4,x̄ = 0 是极值点，但是 f ′′(x) = 0
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凸函数的极值

凸函数的局部极值即全局极值
假设 f : Rn → R 为凸函数，对于 x∗ ∈ dom f，如果 x∗ 为 f 的局部极
小点，则它就是 f 的全局极小点

证明: 设 x∗ 为 f 的局部极小点，则对于充分小的邻域 Nδ(x∗) 中的一切 x，均
有 f (x) ≥ f (x∗).∀ y ∈ dom f，对于充分小的 λ ∈ (0, 1)，有

[(1− λ)x∗ + λy] ∈ Nδ(x∗)

从而有
f [(1− λ)x∗ + λy] ≥ f (x∗)

由函数凸性可得

(1− λ)f (x∗) + λf (y) ≥ f [(1− λ)x∗ + λy] ≥ f (x∗)

从而可得 f (y) ≥ f (x)
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凸函数的极值判定

凸函数全局极值判定条件
假设 f : Rn → R 为凸函数，对于 x∗ ∈ dom f，使得对于任意
x ∈ dom f , 有

∇f (x∗)T(x− x∗) ≥ 0

则 x∗ 为 f 的全局极小点

证明: 由凸函数的一阶判定条件可知

f (x) ≥ f (x∗) +∇f (x∗)T(x− x∗)

因此如果有 ∇f (x∗)T(x− x∗) ≥ 0, 则有

f (x) ≥ f (x∗),∀ x ∈ dom f

当 x∗ ∈ dom f 是内点时，意味着 ∇f (x∗)T = 0
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利用极值条件求解极值点

例题
利用极值条件求解：min f (x) = 1

3x3
1 + 1

3x3
2 − x2

1 − x2

解：直接计算，

∇f (x) =
(

x2
1 − 2x1
x2
2 − 1

)
∇2f (x) =

(
2x1 − 2 0

0 2x2

)
由一阶必要条件 ∇f (x) = 0 可得驻点
x(1) = (0, 1)T,x(2) = (0,−1)T,x(3) = (2, 1)T, x(4) = (2,−1)T, 对应的 Hessian
矩阵为

∇2f (x(1)) =

(
−2 0
0 2

)
,∇2f (x(2)) =

(
−2 0
0 −2

)
,

∇2f (x(3)) =

(
2 0
0 2

)
,∇2f (x(4)) =

(
2 0
0 −2

)
∇2f (x(3)) 正定，因此 x(3) 是一个严格局部最优解，其余点的 Hesse 矩阵都不
是半正定的
主讲教师：董庆兴 优化模型与软件工具 13/22



最小元与极小元 极值和驻点 图解法 下降方向 下降算法

微积分方法的局限性

• 实际问题中，函数可能是不连续或者不可微的
• 需要解复杂的方程组，而方程组到目前仍没有有效的算法
• 实际的问题可能含有不等式约束，微积分的方法不易处理
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图解法

例题

minimize f0(x) = (x1 − 2)2 + (x2 − 2)2

subject to f1(x) = x1 + x2 − 6 = 0

o x1

x2

654321

6

5

4

3

2

1

x1 + x2 = 6

A

B

C

x∗
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下降方向

下降方向
假设 f : Rn → R，对于 x ∈ dom f，使得对于任意 ᾱ > 0,d ∈ Rn , 有
f (x + αd) < f (x), α ∈ (0, ᾱ) 则 d 为 f 的一个下降方向

由泰勒展开可知 f (x + αd) = f (x) + α∇f (x)Td + o(α)，因此满足
∇f (x)Td < 0 的 d 为 f 的一个下降方向

可行方向
假设 f : Rn → R，对于 x ∈ dom f，若存在 α > 0,d ∈ Rn , 使得
f (x + αd) ∈ dom f 则 d 为 f 的一个可行方向
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下降方向

o x1

x2

x

增长方向
可行增长方向

下降方向
可行下降方向x∗

最速下降方向
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梯度方向

• 由微积分的基本知识可知，∇f (x) 的方向是 f (x) 的等值面（等值
线）在点 x 处的法线方向
• 例：f (x, y, z) = a1x + a2y + a3z 的梯度为 ∇f (x, y, z) = (a1, a2, a3)T，
恰好是 w 的一个等值面 c = a1x + a2y + a3z 的法线
• 梯度方向是函数具有最大变化率的方向（负梯度方向也叫最速下降
方向）
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数值最优化方法的基本思路

• 从某个初始点 x(0) 出发，按某种算法找出点列 {x(k)}，对于最小值
问题来讲满足 f (x(k+1)) < f (x(k)), ∀k = 0, 1, · · ·
• 如果 {x(k)} 是有限的，则 {x(k)} 最后一点为最优解
• 如果 {x(k)} 是无限的且收敛于 x∗，即 lim

k→∞
∥x(k) − x∗∥ = 0，则以

此极限点为最优解（近似最优解）
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下降算法

20

x(k)

15 p(k)

x(k+1)

• 假定已经迭代到 x(k)，如果此时没有下降方向（沿任何方向移动都
无法使目标函数值减小），则 x(k) 是一个局部极小点，迭代停止
• 如果从 x(k) 出发至少有一个方向是下降方向 p(k)，则沿该方向迈进
适当一步，得到下一个迭代点 x(k+1) 并使得 f (x(k+1)) < f (x(k))

• 相当于在射线 x = x(k) + λp(k) 上选定新点 x(k+1) = x(k) + λkp(k)，
其中 λk 叫做步长因子,p(k) 为搜索方向
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下降迭代算法步骤

1. 给出初始点 x(0)，k ← 0

2. 判断 x(k) 是否为极小点或者近似极小点，是则停止，否则转第 3 步
3. 按照某种规则确定搜索方向 p(k)

4. 按照某种规则确定搜索步长 λk , 得到 x(k+1) = x(k) + λkp(k)，使得
f (x(k) + λkp(k)) < f (x(k))，转第 2 步

由上述步骤可知，确定搜索方向和搜索步长是非常关键的步骤，遵循不
同的规则，就可以得到不同的算法
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线性搜索

• 确定步长的一种符合直觉的做法是求使得目标函数值下降最多的
λk，也就是 λk = arg min f (x(k) + λp(k))

• 由于这一过程是求解以 λ 为变量的一元函数 f (x(k) + λp(k)) 的极小
点 λk , 因此本方法被称作线性搜索或者一维搜索，这样确定的步长
即为最优步长
• 线性搜索性质：在搜索方向上所得最优点处的梯度与搜索方向正交,
即 ∇f (x(k+1))Tp(k) = 0

证明: 构造函数 ϕ(λ) = f (x(k) + λp(k)) ，从而由最优解的一阶条件可得
ϕ′(λ) = ∇f (x(k) + λp(k))Tp(k) = ∇f (x(k+1))Tp(k) = 0
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