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下降算法 Fibonacci 法 0.618 法

下降迭代算法步骤

1. 给出初始点 x(0)，k ← 0

2. 判断 x(k) 是否为极小点或者近似极小点，是则停止，否则转第 3 步
3. 按照某种规则确定搜索方向 p(k)

4. 按照某种规则确定搜索步长 λk , 得到 x(k+1) = x(k) + λkp(k)，使得
f (x(k) + λkp(k)) < f (x(k))，转第 2 步

由上述步骤可知，确定搜索方向和搜索步长是非常关键的步骤，遵循不
同的规则，就可以得到不同的算法
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下降算法 Fibonacci 法 0.618 法

线性搜索

• 确定步长的一种符合直觉的做法是求使得目标函数值下降最多的
λk，也就是 λk = arg min f (x(k) + λp(k))

• 由于这一过程是求解以 λ 为变量的一元函数 f (x(k) + λp(k)) 的极小
点 λk , 因此本方法被称作线性搜索或者一维搜索，这样确定的步长
即为最优步长
• 线性搜索性质：在搜索方向上所得最优点处的梯度与搜索方向正交,
即 ∇f (x(k+1))Tp(k) = 0

证明: 构造函数 ϕ(λ) = f (x(k) + λp(k)) ，从而由最优解的一阶条件可得
ϕ′(λ) = ∇f (x(k) + λp(k))Tp(k) = ∇f (x(k+1))Tp(k) = 0
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下降算法 Fibonacci 法 0.618 法

终止条件

• 根据相继两次迭代的
绝对误差 ∥∥∥x(k+1) − x(k)

∥∥∥ < ϵ1 (1)∥∥∥f (x(k+1))− f (x(k))
∥∥∥ < ϵ2 (2)

相对误差
∥x(k+1) − x(k)∥
∥x(k)∥

< ϵ3 (3)

∥f (x(k+1))− f (x(k))∥
∥f (x(k))∥

< ϵ4 (4)

• 另一种则是根据一阶最优性条件，要求目标函数梯度的模足够小
∥∇f (x(k))∥ ≤ ϵ5 (5)
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下降算法 Fibonacci 法 0.618 法

收敛速度

• 一个好的算法，不仅仅要求它产生的点列能够收敛到问题的最优解，
还要求快速收敛到最优解
• 设序列 {x(k)} 收敛于 x∗，若存在与迭代次数 k 无关的数

0 < β <∞ 和 α ≥ 1，使得 k 从某个 k0 > 0 开始都有

∥x(k+1) − x∗∥ ≤ β∥x(k) − x∗∥α (6)

成立，就称 {x(k)} 的收敛阶为 α，或 {x(k)} 为 α 阶收敛
• 二阶收敛 α = 2
超线性收敛 1 < α < 2
线性收敛 α = 1 且 0 < β < 1

• 一般而言，线性收敛速度较慢，二阶收敛速度很快。若是一个算法
有超线性收敛或者更高的收敛速度，就算是好算法了
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下降算法 Fibonacci 法 0.618 法

单变量优化问题

单变量最优化问题又叫一维最优化问题：

minimize f (x)
subject to x ∈ R

解析的方法（必要条件）：f ′(x)

单峰函数
假设 f 在 dom f 是区间 [a, b] 上的一元函数，x̄ 是 f 在 [a, b] 上的极小值点，
若对任意的 x1, x2 ∈ [a, b], x1 < x2，有：

1. x2 ≤ x̄，则有 f (x1) > f (x2)

2. x1 ≥ x̄，则有 f (x2) > f (x1)
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下降算法 Fibonacci 法 0.618 法

单峰函数

o x

y

a bx̄x1 x2

x̄ ∈ [x2, b] ⊆ [x1, b]
x1 x2

x̄ ∈ [a, x1] ⊆ [a, x2]
x1 x2

x̄ ∈ [a, x2], x̄ ∈ [x1, b]
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下降算法 Fibonacci 法 0.618 法

区间缩小

• 上图说明，只要在区间 [a, b] 内取两不同点，并比较其函数值，则可
将搜索空间由 [a, b] 降为 [a, x2](如果 f (x2) > f (x1)) 或者 [x1, b]（如
果 f (x1) > f (x2)）
• 如果要继续缩小搜索空间 [a, x2]（或者 [x1, b]），只需在上述区间内
再取一点，与 f (x1)（或 f (x2)）比较即可
• 只要缩小后的区间包含极值点 x̄，则区间缩小的越小，就越接近于
函数的极小点
• 但是，这也意味着计算次数随之上升，这说明区间的缩短率和函数
值的计算次数有关
• 那么，为了考虑效率，我们想知道：计算函数值 n 次，能把原来多
大的一个区间缩小成长度为一个单位的区间呢？
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下降算法 Fibonacci 法 0.618 法

缩短率计算 1

• 如果用 Fn 表示计算 n 个函数值能缩短为单位区间的最大原区间长
度，显然有 F0 = F1 = 1

• 对于 n = 2，有
0

a

2

bb1a1
[a, b1] + [a1, b] > [a, b]

11− ϵ 1 + ϵ

• 由于 ϵ 可以选为任意小的数，因此缩短后的区间接近于一个单位长
度，由此可得 F0 = F1 = 1,F2 = 2

• 对于 n = 3，有

0

a

2

bb1a1

12⃝ 3⃝ 3

c

1⃝

• 由此可得 F0 = F1 = 1,F2 = 2,F3 = 3
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下降算法 Fibonacci 法 0.618 法

缩短率计算 2

• 对于 n = 4，有
0

a

2

bb1a1

13⃝ 4⃝ 3

c

2⃝ 5

e

1⃝

• 由此可得 F0 = F1 = 1,F2 = 2,F3 = 3,F4 = 5

• 对于 n = 5，有
0

a

2

bb1a1

14⃝ 5⃝ 3

c

3⃝ 5

e

2⃝ 8

h

1⃝

• 由此可得 F0 = F1 = 1,F2 = 2,F3 = 3,F4 = 5,F5 = 8. 由上述计算
过程可知，有递推公式 Fn = Fn−1 + Fn−2，也就是常说的
Fibonacci 数

n 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12

Fn 1 1 2 3 5 8 13 21 34 55 89 144 233
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下降算法 Fibonacci 法 0.618 法

相对精度 vs 绝对精度

• 计算 n 次函数值所能获得的最大缩短比率（缩短后的区间长度与原
区间长度之比）为 1

Fn

• 现在想要计算 n 个函数值，而把区间 [a0, b0] 的长度缩短为原来长
度的 δ 倍 (正小数，称为区间缩短的相对精度)，即缩短后的区间长
度为 bn−1 − an−1 ≤ δ(b0 − a0)，则只需要 n 足够大，使得

Fn ≥
1

δ

• 有时候是给出绝对精度 η，即要求 bn−1 − an−1 ≤ η。显然，绝对精
度与相对精度之间存在着如下关系：

η = δ(a0 − b0)
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下降算法 Fibonacci 法 0.618 法

Fibonnaci 法步骤

1. 确定试点个数 n：根据相对精度 δ 确定 Fn , 然后查表得 n
2. 选取前两个试算点的位置：第一次缩短时的两个试算点的位置分别
为 

t1 = a0 +
Fn−2

Fn
(b0 − a0)

= b0 −
Fn−1

Fn
(b0 − a0)

t ′1 = a0 +
Fn−1

Fn
(b0 − a0)

(7)

a0 b0t1 t′1

Fn−2 Fn−1

Fn−1 Fn−2

Fn−3
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下降算法 Fibonacci 法 0.618 法

Fibonnaci 法步骤

a0 b0t1 t′1

Fn−2 Fn−1

Fn−1 Fn−2

Fn−3

3. 计算函数值 f (t1) 和 f (t ′1)，并比较他们的大小• 若 f (t1) < f (t′1)，则取
a1 = a0, b1 = t′1, t′2 = t1

t2 = b1 −
Fn−2

Fn−1
(b1 − a1)

• 否则，f (t1) > f (t′1)，则有
a1 = t1, b1 = b0, t2 = t′1

t′2 = a1 +
Fn−2

Fn−1
(b1 − a1)
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下降算法 Fibonacci 法 0.618 法

Fibonnaci 法步骤

4. 计算函数值 f (t2) 和 f (t ′2)（其中一个已知），如第 3 步那样一步步迭
代，计算试点的一般公式为

tk = bk−1 −
Fn−k

Fn−k+1
(bk−1 − ak−1)

t ′k = ak−1 +
Fn−k

Fn−k+1
(bk−1 − ak−1)

(8)

其中 k = 1, · · · ,n − 1
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下降算法 Fibonacci 法 0.618 法

Fibonnaci 法步骤

5. • 当进行到 k = n − 1 时，有

tn−1 = t′n−1 =
an−2 + bn−2

2

• 此时无法比较函数值 f (tn−1) 和 f (t′n−1) 的大小以确定最终区间，为
此，取 

tn−1 =
an−2 + bn−2

2

t′n−1 = an−2 +

(
1

2
+ ϵ

)
(bn−2 − an−2)

(9)

其中 ϵ 为任意小的数
• 在 t′n−1 和 tn−1 这两点中，以函数值较小者为近似极小点，相应的函
数值为近似极小值，最终区间为 [an−2, t′n−1] 或 [tn−1, bn−2]
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下降算法 Fibonacci 法 0.618 法

Fibonnaci 法求解 1

例题
试用 Fibonacci 法求函数 f (t) = t2 − t + 2 的近似极小点和极小值，要求
缩短后的区间长度不大于区间 [−1, 3] 的 0.08 倍

• 容易验证，f (t) = t2 − t + 2 为严格凸函数，我们可以给出其精确解
为：t∗ = 0.5, f (t∗) = 1.75

• 已知 δ = 0.08，可知 Fn = 1
0.08 = 12.5，由此可知 n = 6

• 由 a0 = −1, b0 = 3，可计算得到
t1 = b0 −

F5

F6
(b0 − a0) = 3− 8

13
(3− (−1)) = 0.538

t ′1 = a0 +
F5

F6
(b0 − a0) = −1 + 8

13
(3− (−1)) = 1.462

主讲教师：董庆兴 优化模型与软件工具 17/22



下降算法 Fibonacci 法 0.618 法

Fibonnaci 法求解 2

• 求解可得 {
f (t1) = 0.5382 − 0.538 + 2 = 1.751

f (t′1) = 1.4622 − 1.462 + 2 = 2.675

a0 b0
−1 0 1 2 30.538

t1

1.462

t′1

• 由于 f (t1) < f (t′1)，故取 a1 = −1.b1 = 1.462, t′2 = 0.538,

a1 b0
−1 0 1 2 30.538

t′2

1.462

b1

−0.777

t2 t2 = b1 −
F4

F5
(b1 − a1) = 1.462− 5

8
(1.462− (−1)) = −0.077

f (t2) = (−0.777)2 − (−0.777) + 2 = 2.083
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下降算法 Fibonacci 法 0.618 法

Fibonnaci 法求解 3

• 由于 f (t2) > f (t′2) = 1.751，故取 a2 = −0.777, b2 = 1.462, t3 = 0.538，

−1 2 3−0.777

a2

0.538

t3

1.462

b2

0.846

t′3 t′3 = a2 +
F3

F4
(b2 − a2) = −0.777 +

3

5
(1.462− (−0.777)) = 0.846

f (t′3) = (0.846)2 − (−0.846) + 2 = 1.870

• 由于 f (t′3) > f (t3) = 1.751，故取 a3 = −0.777, b3 = 0.846, t′4 = 0.538,

−1 2 3−0.777

a3

0.538

t′4

0.231

t4

0.846

b3 t4 = b3 −
F2

F3
(b3 − a3) = 0.846− 2

3
(0.846− (−0.777)) = 0.231

f (t4) = (−0.231)2 − 0.231 + 2 = 1.822
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下降算法 Fibonacci 法 0.618 法

Fibonnaci 法求解 4

• 由于 f (t4) > f (t′4) = 1.751，故取 a4 = 0.231, b4 = 0.846, t5 = 0.538，

−1 2 30.538

t5

0.545

t′5

0.231

a4

0.846

b4 t′5 = a4 +

(
1

2
+ ϵ

)
(b4 − a4) = 0.231 + (0.5 + 0.01)(0.846− 0.231) = 0.545

f (t′5) = (0.545)2 − 0.545 + 2 = 1.752 > f (t5) = 1.751

• 故取 a5 = 0.231, b5 = 0.545，以 t5 为近似极小点，近似极小值为 1.751，
缩短后的区间长度为 0.545− 0.231 = 0.314, 缩短比例为 0.314

4 = 0.0785

主讲教师：董庆兴 优化模型与软件工具 20/22



下降算法 Fibonacci 法 0.618 法

0.618 法理论基础

• 由前述可知，Fibonacci 法是以 n 个试点来缩短某一区间时，区间长
度的缩短率依次为 Fn−1

Fn
, Fn−2

Fn−1
, Fn−3

Fn−2
· · · , F2

F1

• 现将上述数列分为奇数项 F2k−1

F2k
和偶数项 F2k

F2k+1
, 可以证明，这两个

数列收敛于同一极限
• 设 k →∞ 时，F2k−1

F2k
→ λ, F2k

F2k+1
→ µ

• 由于
F2k−1

F2k
=

F2k−1

F2k−1 + F2k−2
=

1

1 +
F2k−2

F2k−1

• 所以有 lim
k→∞

F2k−1

F2k
= 1

1+µ = λ，同理有 µ = 1
1+λ , 联立方程可得

µ =
1 + µ

2 + µ

• 可求得 λ = µ =
√
5−1
2 = 0.618
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下降算法 Fibonacci 法 0.618 法

0.618 法

• 现用不变的区间缩短率 0.618，代替 Fibonacci 法中每次不同的缩短
率，就得到了黄金分割法（0.618 法）
• 由于每次的缩短率为 µ，则最后的区间长度为

(b0 − a0)µn−1

• 当已知缩短精度为 δ 时，可用下式计算试点个数 n:

µn−1 ≤ δ

• 当然也可以不预先计算试算点数目，而在计算过程中逐次判断
• 0.618 法是一种等速对称的试探方法
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