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Lagrange 对偶函数

约束最优化问题

• 考虑标准形式的约束优化问题：
minimize f0(x)
subject to fi(x) ≤ 0, i = 1, · · · ,m.

hj(x) = 0, j = 1, · · · , p.
(1)

其中 x ∈ Rn。

• 设问题的定义域 D =
m∩

i=0
dom fi ∩

p∩
j=1

dom hj 是非空集合

• 优化问题的最优值为 p∗

• 我们目前并没有假设优化问题 (1) 是凸优化问题
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Lagrange 对偶函数

Lagrange 乘子

• Lagrange 对偶的基本思想是在目标函数中考虑约束条件，即添加约
束条件的加权和，得到增广的目标函数

• 定义优化问题 (1) 的Lagrange 函数L : Rn × Rm × Rp → R 为

L(x,λ,µ) = f0(x) +
m∑

i=1

λi fi(x) +
p∑

j=1

µjhj(x) (2)

• 其中定义域为 dom L = D × Rm × Rp

• λi 称为第 i 个不等式约束 fi(x) ≤ 0 对应的Lagrange 乘子
• 向量 λ,µ 称为对偶变量或者是问题 (1) 的Lagrange 乘子向量
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Lagrange 对偶函数

Lagrange 对偶函数

• 定义Lagrange 对偶函数g : Rm × Rp → R 为 Lagrange 函数关于 x
取得的最小值：即对 λ ∈ Rm ,µ ∈ Rp，有

g(λ,µ) = inf
x∈D

L(x,λ,µ) = inf
x∈D

f0(x) +
m∑

i=1

λi fi(x) +
p∑

j=1

µjhj(x)


(3)

• 如果 Lagrange 函数关于 x 无下界，则对偶函数取值为 −∞
• 因为对偶函数是一族关于 (λ,µ) 的仿射函数的逐点下确界，所以即
使原问题 (1) 不是凸的，对偶函数也是凹函数

• 一个函数：f : Rn → R 是仿射的，如果它是一个线性函数和一个常
数的和，即 f (x) = Ax + B,A ∈ Rm×n ,b ∈ Rm
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Lagrange 对偶函数

逐点上确界的凸性

• 一个函数：f : Rn → R 是仿射的，如果它是一个线性函数和一个常
数的和，即 f (x) = Ax + B,A ∈ Rm×n ,b ∈ Rm

• 仿射函数既是凸函数，也是凹函数
• 对于任意 y ∈ A，函数 f (x,y) 关于 x 都是凸的，则函数 g

g(x) = sup
y∈A

f (x,y) (4)

关于 x 也是凸的，且此时 g 的定义域为
dom g = {x|(x,y) ∈ dom f ,∀y ∈ A, supy∈A f (x,y) < ∞}

• 同样地，我们可知一系列凹函数的逐点下确界仍然是凹函数
• 从上境图的角度理解，一系列函数的逐点上确界函数对应着这些函
数上境图的交集

epi g =
∩

y∈A
epi f (· ,y) (5)
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Lagrange 对偶函数

逐点上确界的凸性

o x

y

x + y = 11

x − y = 3

y = 5

x = 7

sup f (7, y)

g(x) = sup
y∈A

f (x,y)
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Lagrange 对偶函数

最优值的下界

• 由

g(λ,µ) = inf
x∈D

L(x,λ,µ) = inf
x∈D

f0(x) +
m∑

i=1

λi fi(x) +
p∑

j=1

µjhj(x)


可知，对偶函数构成了原问题 (1) 最优解 p∗ 的下界，即对任意
λ ⪰ 0 和 µ，有

g(λ,µ) ≤ p∗ (6)

• 很容易验证式 (6)。设 x̃ 是原问题 (1) 的一个可行解，即
fi(x̃) ≤ 0, hj(x̃) = 0，由假设 λ ⪰ 0, 可知

m∑
i=1

λi fi(x̃) +
p∑

j=1

µjhj(x̃) ≤ 0
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Lagrange 对偶函数

最优值的下界

• 从而有
L(x̃,λ,µ) = f0(x̃) +

m∑
i=1

λi fi(x̃) +
p∑

j=1

µjhj(x̃) ≤ f0(x̃)

• 因此
g(λ,µ) = inf

x∈D
L(x,λ,µ) ≤ L(x̃,λ,µ) ≤ f0(x̃)

• 因此对于最优值同样成立
g(λ,µ) ≤ p∗

• 虽然上式成立，但当 g(λ,µ) = −∞ 时意义不大
• 只有当 λ ⪰ 0 且 (λ,µ) ∈ dom g 即 g(λ,µ) > −∞ 时，对偶函数
才能给出 p∗ 的一个非平凡下界

• 此时称满足 λ ⪰ 0 且 (λ,µ) ∈ dom g 的 (λ,µ) 是对偶可行的
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Lagrange 对偶函数

最优值的下界图示

实线表示目标函数 f0(x) , 虚线表示约束函数 f1(x) . 可行集是区间
[−0.46, 0.46], 如图中两条垂直点线所示.
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Lagrange 对偶函数

对偶函数的图像

虽然目标函数 f0(x) 和约束函数 f1(x) 都不是凸函数，但是对偶函数 g
是凹函数
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Lagrange 对偶函数

线性逼近：硬约束

• 可以通过对集合 {0} 和 −R+ 的示性函数进行线性逼近来理解
Lagrange 函数和其性质

• 首先原问题 (1) 可以重新描述为一个无约束问题

minimize f0(x) +
m∑

i=1

I−(fi(x)) +
p∑

j=1

I0(hj(x)) (7)

其中 I− : R → R 为非正实数集的示性函数，I0 为集合 {0} 的示性
函数

I−(u) =
{

0, u ≤ 0
∞, u > 0

, I0(u) =
{

0, u = 0
∞, u ̸= 0

• 在式 (7) 中，示性函数可以理解为对相应约束函数满足程度的一种
约束，以 I−(u) 为例，随着 u = fi(x) 从非正数变为正数，我们的不
满意度由零升值无穷大
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Lagrange 对偶函数

线性逼近：软约束

• 设在式 (7) 中，用线性函数 λiu 代替 I−(u), 其中 λi ≥ 0，用函数
µju 代替 I0(u). 则目标函数变为 Lagrange 函数 L(x,λ,µ)，且对偶
函数值 g(λ,µ) 为问题的最优值

minimize L(x,λ,µ) = f0(x) +
m∑

i=1

λi fi(x) +
p∑

j=1

µjhj(x) (8)

• 在式 (8) 中，我们用线性不满意函数替换了示性函数：
• 对于不等式约束，如果 fi(x) ≤ 0，我们的不满意度为零
• 当 fi(x) > 0 时，不满意度大于零
• 当 fi(x) > 0 时，随着 fi(x) 增大，我们越来越不满意

• 显然用线性函数逼近示性函数还是远远不够的，但是线性函数至少
可以看成示性函数的一个下估计，因为: λiu ≤ I−(u), µju ≤ I0(u)

• 所以对偶函数是原问题最优函数值的一个下界
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Lagrange 对偶函数

线性方程组的最小二乘问题

• 考虑问题：
minimize xTx
subject to Ax = b

(9)

其中 A ∈ Rp×n。该问题无不等式约束，有 p 个线性等式约束
• 其 Lagarange 函数为

L(x,µ) = xTx + µT(Ax − b)

dom L : Rn × Rp

• 对偶函数为
g(µ) = inf

x
L(x,µ)

• 由于 L(x,µ) 为关于 x 的二次凸函数，因此可以求解一阶最优条件

∇xL(x,µ) = 2x + ATµ = 0
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Lagrange 对偶函数

线性方程组的最小二乘问题

• 从而可以解得，在 x = −1
2ATµ 处 Lagrange 函数达到最小值，此时

对偶函数为

g(µ) = L(−1

2
ATµ,µ)

=

(
−1

2
ATµ

)T (
−1

2
ATµ

)
+ µT

(
A

(
−1

2
ATµ

)
− b

)
= −1

4
µTAATµ− bTµ

• 它是一个二次凹函数，根据对偶函数给出原问题下界的性质, 对任
意 µ ∈ Rp 有:

−1

4
µTAATµ− bTµ ≤ inf

{
xTx|Ax = b

}
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Lagrange 对偶函数

标准形式的线性规划问题

• 考虑问题：
minimize cTx
subject to Ax = b

x ⪰ 0
(10)

该问题不等式约束为 fi(x) = −xi , i = 1, . . . ,n，有 p 个线性等式约
束

• 其 Lagarange 函数为

L(x,λ,µ) = cTx −
n∑

i=1

λixi + µT(Ax − b)

= −bTµ+
(
c + ATµ− λ

)T x

• 对偶函数为
g(λ,µ) = −bTµ+ inf

x

(
c + ATµ− λ

)T x
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Lagrange 对偶函数

标准形式的线性规划问题

• 由于线性函数只有恒为零时才有下界，因此有

g(λ,µ) =
{

−bTµ, c + ATµ− λ = 0
−∞, otherwise

• 只有当 λ ⪰ 0 且 c + ATµ− λ = 0 的情况下，下界性质才是非平凡
的，也就是 −bTµ 是原线性规划问题的一个下界
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Lagrange 对偶函数

共轭函数

f : Rn → R 的共轭函数为：

f ∗(y) = sup
x∈dom f

(
yTx − f (x)

)
(11)

使上述上确界有限, 即差值 yTx − f (x) 在 dom f 有上界的所有 y ∈ Rn

构成了共轭函数的定义域
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Lagrange 对偶函数

共轭函数性质

• 可见，f ∗ 是凸函数，是一系列 y 的凸函数的逐点上确界，无论 f 是
不是凸函数，f ∗ 都是凸函数

• 考虑如下常见凸函数的共轭函数：
仿射函数 f (x) = ax + b，当且仅当 y = a 时，yx − ax − b 有界，

因此 dom f ∗ = {a} 且 f ∗(y) = b
指数函数 f (x) = ex，当且仅当 y > 0 时，xy − ex 有界且在

x = log y 处达到最大值，因此 dom f ∗ = R+ 且
f ∗(y) = y log y − y

负熵函数 f (x) = x log x,dom f = R+, 规定 (f (0) = 0)，对所有
y，xy − x log x 有上界且在 x = ey−1 处，因此
dom f ∗ = R 且 f ∗(y) = ey−1
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Lagrange 对偶函数

共轭函数与 Lagrange 对偶函数
考虑一个约束优化问题：

minimize f0(x)
subject to Ax ⪯ b

Cx = d
(12)

其对偶函数为

g(λ,µ) = inf
x

(
f0(x) + λT(Ax − b) + µT(Cx − d)

)
= −bTλ− dTµ+ inf

x

(
f0(x) +

(
ATλ+ CTµ

)
x
)

= −bTλ− dTµ− sup
x

(
−
(
ATλ+ CTµ

)
x − f0(x)

)
= −bTλ− dTµ− f ∗0

(
− ATλ− CTµ

)
(13)

从而 dom g = {(λ,µ)| − ATλ− CTµ ∈ dom f ∗0 }
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Lagrange 对偶函数

最大熵问题的对偶函数

minimize f0(x) =
n∑

i=1

xi log xi

subject to Ax ⪰ b
1Tx = 1

(14)

其对偶函数为可由式（13）给出

g(λ,µ) = −bTλ− dTµ− f ∗0
(
− ATλ− CTµ

)
= −bTλ− µ−

n∑
i=1

e(−aT
i λ−µ)−1

= −bTλ− µ− e−µ−1
n∑

i=1

e−aT
i λ

其中 aT
i 为 A 的第 i 列向量
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